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内 容 摘 要 
    本文主要研究以下两个方面的内容： 
    （1）在复空间上研究复 q-Gamma 算子对解析函数的同时逼近阶和
Voronovskaya 型逼近定理； 



































    This paper mainly focuses on the following two aspects of content: 
    (1) The order of simultaneous approximation and Voronovskaya type theorem 
with quantitative estimate for complex q-Gamma attached to analytic functions in 
compact disks are obtained. 
    (2) We point out that the convergence theorem of (p,q)-operators which obtained 
by Mursaleen et al are not correct by giving a counter-example, we also give by 
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1.1  基本定义 
假设对任意固定的实数 q>0，下面给出 q整数及 q积分等若干定义（见[1]）: 
定义 1.1.1 q-整数的有关定义： 
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定义 1.1.2 q-积分的有关定义： 
对于 A>0，定义 q-improper积分： 
/
0















定义 1.1.3 q-指数函数的有关定义及性质： 
q-指数函数定义为： 
   ( 1) / 2
0 0
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   易知 ( ) ( ) ( ) ( ) 1.q q q qe x E x e x E x     
定义 1.1.4 q-Gamma 积分的有关定义及性质： 




( ) ( ) .tqq q qt x E qx d x
    
q-Gamma 积分满足如下等式： 
( 1) [ ] ( ), (1) 1.q q q qt t t       
假设对任意固定的实数 0<q<p 1及非负整数 k，下面给出(p,q)-整数的若干
定义（见[2]-[6]）: 
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1.2  研究背景及进展 
在算子逼近论中，q-算子的研究是近十几年来的研究热点之一. 1987 年，
Lupas（见[7]）首先提出 q-模拟 Bernstein 算子，并研究了该算子的收敛性和
保形性. 然而，这类 q-算子是有理函数而不是多项式. 1997 年，Phillips（见
[8]）提出了基于 q-整数的 q-Bernstein 多项式，并得到了算子的收敛定理及
Voronovskaya 定理. 此后，很多这方面的专家学者均致力于 q-算子的研究，基
于经典的 Bernstein 算子、Baskakov 算子、Szasz 算子、MKZ 算子、BBH 算子、
Gamma算子、Beta算子，以及它们的 Durrmeyer 型和 Kantorovich型算子等等，
结合 q-整数及 q-积分的定义和概念，定义了许多新的不同类型的 q-算子，并研















算子，并给出了相应的逼近性质.之后，相应的 Stancu 型、Schurer 型、
Kantorovich 型、(p,q)-BBH算子等等相继提出. 
1.2.1  关于复空间上 q-Gamma算子的逼近性质的研究 
2008 年，Gal 的复 Favard-Szasz-Mirakjan 算子的逼近及集合性质（见[15]）；
2009 年，Anastassiou 和 Gal 的 Schurer 及 Kantorovich-Schurer 型 Bernstein 算子
在复空间上的逼近性质（见[16]）；2010 年，Gal 的复 genuine Durrmeyer 型算子
在复空间上的逼近性质（见[17]）；2010 年，Mahmudov 的复 q-Szasz-Mirakjan 算
子的逼近性质（见[18]）；2011 年，Gal 和 Gupta 的第一类复 Beta 算子及 Gupta
的 Bernstein-Durrmeyer 型算子的逼近性质（见[19][20]）. 
1.2.2  关于(p,q)-整数趋于无穷的等价条件的研究 
2015 年，Mursaleen 等人将(p,q)-整数引入算子逼近论，定义了一系列经典
算子及相应的 Kantorovich 型、Durrmeyer 型的 (p,q)推广型算子 . 如：
(p,q)-Bernstein 型 、 (p,q)-Bernstein-Stancu 型 、
(p,q)-Bernstein-Kantorovich 型、(p,q)-BBH 型、(p,q)-Bernstein-Schurer
型等等（见[9]-[14]）. 他们的收敛定理基于如下结论： 
,lim 1, lim 1 (0 1) lim[ ] .n nn n n n p qn n n
p q q p n
  
        
我们将在本文的第三章证明如上的结论是不成立的. 




1.3.1  复空间上 q-Gamma算子的逼近性质 
定 理 2.1.1 令  ;| | (1 ),RD z C z R R     假 设 : [ , ) Rf R D   在
[ , ) RR D  上连续，在 RD 上解析，如： 0( ) ( ),
k
k Rk
f z c z z D


  ( )f z 满足指
数增长条件. 则有： 
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这里， 2 2, , , , ,q r A q r AL Mr A C , ,q r AC 为仅依赖于 q, r, A 的常数. 
(ii) 对于复 q-Gamma 算子的同时逼近，我们有：对任意固定的 11 1/ ,r r A    
, 2 ( , ),z r n n p N   有 
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1, ,q r A
L 如上所定义. 
定理 2.1.2 设 : [ , )Rf D R C   在 [ , )RD R  上连续有界，在 RD 上解析. 





( ; ) ( ) ,





G f z f z
n n
    
这里，  2, , 2
3
1
[ 2] [ 1] .
[2]
k
q r A q q
kq
J k k rA


      








G f f U f n N
n
    
这里 ( )rU f 为仅依赖于 f 与 r 的常数. 
推论 2.1.4 在定理 2.2.1 和定理 2.2.3 的假设下，有 
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定理 2.1.5 在定理 2.2.1 的假设下，若对任意固定的 11 1/ ,r r A   f 是次数
不低于 p-1 的多项式，则对于 z r 及 , ( 2),n p N n  有 
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定理 3.1.2 令 ,n N 当n时，有 
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这里， log / ( ).nnn n n n ne
       



















































G f x f t e dt x
x n n

    
  
  
2005 年，Zeng 在文[21]中给出了如上 Gamma 算子在满足 f 是指数增长阶的条件
下的逼近性质，得到了对局部有界函数和绝对连续函数的很好的逼近结果. 本
章，我们将以上 Gamma 算子推广到 q-Gamma 算子，并在复空间中讨论它的逼
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假 设 f(z) 满 足 如 下 指 数 增 长 条 件 ： 令  ; (1 ),RD z C z R R     设
:[ , ) Rf R D C   在 [ , ) RR D  上 连 续 ， 在 RD 上 解 析 ， 如 ：
0
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2.1  主要结论 
复 q-Gamma 算子对解析函数同时逼近的定量估计： 
定 理 2.1.1 令  ; (1 ),RD z C z R R     假 设 : [ , ) Rf R D  在
[ , ) RR D  上连续，在 RD 上解析，如： ( ) ( ),
k
k Rf z c z z D  ( )f z 满足指数增长
条件. 则有： 
(i) 对于任意固定的1 1/ ,r A  设 , 2 ( ),z r n n N   有 
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这里， 2 2, , , , ,q r A q r AL Mr A C , ,q r AC 为仅依赖于 q, r, A的常数. 
(ii) 对于复 q-Gamma 算子的同时逼近，我们有：对任意固定的 11 1/ ,r r A    
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1, ,q r A
L 如上所定义. 
    Voronovskaya 型逼近定理： 
定理 2.1.2 设 : [ , )Rf D R C   在 [ , )RD R  上连续有界，在 RD 上解析. 
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    定义  max ( ) : ,k krp p z z r  这里， ( )kp z 为次数不大于 k的复多项式. 以
下是复 q-Gamma 算子的确切逼近阶： 
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这里 ( )rU f 为仅依赖于 f 与 r 的常数. 
推论 2.1.4 在定理 2.2.1 和定理 2.2.3 的假设下，有 
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定理 2.1.5 在定理 2.2.1 的假设下，若对任意固定的 11 1/ ,r r A   f 是次数
不低于 p-1 的多项式，则对于 z r 及 , ( 2),n p N n  有 
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2.2  预备结果 














引理 2.2.1 对于 , ,n N z C  以下等式成立： 
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              （2） 
证明：由复 q-Gamma 算子的定义及 Gamma函数的性质，有 
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引 理 2.2.2 设 f 在 RD 上 解 析 , 0( ) , ( ),
k
k Rk
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证明：由引理 2.2.1 可得 , ( ; )n q kG e z 为次数不大于 k 的多项式，又由 f 满足
的指数增长条件的假设，可知 , ( ; )n qG f z 在 RD 上解析（见[22],pp.1171-1172 和
p.1178），从而，易得引理 2.2.2. 
2.3  主要结论的证明 
定理 2.1.1 的证明：(i)设 ,z r 由引理 2.1.2，有 , ,
0
( ; ) ( ; ),n q k n q k
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依次递推，由上面递推不等式，可得 
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这里， 0n 是一个有限数， , ,q r AC 为仅依赖于 q,r,A的常数. 从而， 
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这里， 2 2, , , , (1 1/ ).q r A q r AL Mr A C r A    
(ii) 记  为半径 1r r 中心为 0 的圆，由于对任意的 , ,z r v   有
1 ,v z r r   由 Cauchy 公式，对 , , 2,z r n N n   有 
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定理 2.1.2 的证明：记 
, , ,
[ ] [ 1] ( )




q k n n q k k
q q
q k k e z
E z G e z e z
n

    















Degree papers are in the “Xiamen University Electronic Theses and 
Dissertations Database”.  
Fulltexts are available in the following ways: 
1. If your library is a CALIS member libraries, please log on 
http://etd.calis.edu.cn/ and submit requests online, or consult the interlibrary 
loan department in your library. 
2. For users of non-CALIS member libraries, please mail to etd@xmu.edu.cn 
for delivery details. 
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
